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基于变形协调的行星轮系均载特性研究
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摘　　　要：以２Ｋ－Ｈ行星齿轮传动系统为研究对象，根据整个系统构成功率流动闭环的特点，建立了系统

的力矩平衡条件和变形协调条件，并运用当量啮合误差理论，计算了各个行星轮以及系统的均载系数．从静

力学角度分析了各构件的制造误差、安装误差以及浮动对行星传动均载性能的影响．提出了一种新的算法，

以供工程应用参考．
关　键　词：行星齿轮；变形协调；均载；误差；浮动

中图分类号：ＴＨ１３２．４　　　　　文献标志码：Ａ

收稿日期：２０１１－０６－０８；网络出版地址：ｗｗｗ．ｃｎｋｉ．ｎｅｔ／ｋｃｍｓ／ｄｅｔａｉｌ／１１．２２９７．Ｖ．２０１２０５２５．１５１６．２０１２０５．１１６６＿０２９．ｈｔｍｌ
基金项目：国家自然科学基金（５０８７５２１１）

作者简介：杜进辅（１９８４－），男，甘肃白银人，博士生，主要从事齿轮啮合理论以及可靠性研究．

Ｓｔｕｄｙ　ｏｎ　ｌｏａｄ　ｓｈａｒｉｎｇ　ｂｅｈａｖｉｏｒ　ｏｆ　ｐｌａｎｅｔａｒｙ　ｇｅａｒ　ｔｒａｉｎ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ

ＤＵ　Ｊｉｎ－ｆｕ，ＦＡＮＧ　Ｚｏｎｇ－ｄｅ，ＷＮＡＧ　Ｂａｏ－ｂｉｎ，ＤＯＮＧ　Ｈａｏ
（Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ　Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉａｎ　７１００７２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｏｒｑｕｅ　ｂａｌａｎｃｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｗｅｒｅ　ｆｏｕｎｄ　ｏｆ　ｔｈｅ　２Ｋ－Ｈ－ｔｙｐｅ　ｐｌａｎｅｔａｒｙ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｔｈａｔ
ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｃｏｍｐｏｓｅｄ　ａ　ｃｌｏｓｅｄ－ｌｏｏｐ　ｏｆ　ｐｏｗｅｒ　ｆｌｏｗ．Ｉｎ　ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ　ｅｒ－
ｒｏｒ，ａｓｓｅｍｂｌｙ　ｅｒｒｏｒ　ａｎｄ　ｆｌｏａｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐａｒｔｓ，ｔｈｅ　ｌｏａｄ　ｓｈａｒｉｎｇ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｏｆ　ｅａｃｈ　ｐｌａｎｅｔａｒｙ　ｇｅａｒ
ｗａｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｔｈｅｏｒｙ　ｏｆ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ｍｅｓｈ　ｅｒｒｏｒ　ａｎｄ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ｍｅｓｈ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ．
Ｔｈｅ　ｅｆｆｅｃｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｅｒｒｏｒｓ　ｏｎ　ｌｏａｄ　ｓｈａｒｉｎｇ　ｗｅｒｅ　ｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅ　ｓｔｕｄｙ　ｐｒｏｖｉｄｅｓ　ｕｓｅｆｕｌ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｇｕｉｄｅｌｉｎｅ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｄｅｓｉｇｎ　ｏｆ　ｐｌａｎｅｔａｒｙ　ｇｅａｒ　ｓｙｓｔｅｍｓ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｐｌａｎｅｔａｒｙ　ｇｅａｒ　ｔｒａｉｎ；ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ；ｌｏａｄ　ｓｈａｒｉｎｇ；ｅｒｒｏｒｓ；

ｆｌｏａｔ

　　行星齿轮传动具有体积小、质量轻、传动比
大、传动效率高等特点，被广泛应用于航空发动机
以及直升机主减速器中．但是由于各构件的制造
误差、安装误差的影响，导致行星轮间载荷分配的
不均匀性，使行星传动的性能受到一定影响．
行星齿轮传动的均载特性可以从静力学和动

力学两方面分析，但是静力学分析得到的结果更
为明显，所以国内外学者大多选择从静力学角度
分析其均载特性．９０年代初，Ｋａｈｒａｍａｎ［１－２］通过
实验对行星齿轮传动装置进行了静态力学分析；

随后，ＮＡＳＡ［３］开始了对齿轮传动均载性能的研
究；日高照晃等人［４］运用静力学方法研究了行星
轮系中各个构件的误差对载荷分配系数的影响；
袁茹等人［５］研究了浮动构件的支撑刚度对行星齿

轮传动功率分流的影响；肖铁英等人［６］研究了行
星齿轮机构静力学均载机理．还有许多学者［７－１０］

从不同的角度分析了行星齿轮传动系统的均载特

性并给出了均载机构的选择方案［１１］．但上述针对
系统不均载的分析方法都仅考虑了各构件与相邻

构件的力学平衡关系，而忽略了实际中的行星齿
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轮传动系统必然构成功率流动的闭环这一特征，
这种功率流闭环中的构件的各类误差以及浮动会

相互叠加或者抵消，所以必须考虑功率流闭环中的
这种联系，才能更好地反映整个系统的均载特性．
为此，本文建立了２Ｋ－Ｈ 型行星齿轮传动系

统的力学结构模型，研究了功率流闭环中的这种
联系，推导得出了系统的变形协调方程，并以力矩
分析为基础，通过编程求解扭矩平衡方程和变形
协调方程，计算并分析了制造误差、安装误差以及
太阳轮和内齿轮的浮动对行星齿轮传动系统均载

性能的影响．

１　系统的力矩平衡条件

图１所示是２Ｋ－Ｈ 行星传动系统的传动简
图．输入功率由太阳轮 Ｚｓ 传递给ｎ个行星轮

Ｚｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ；常用ｎ＝３），输出功率经行星
轮汇流到行星架 Ｃ上，由与行星架固联的输出
轴输出．

图１　２Ｋ－Ｈ行星齿轮传动简图

Ｆｉｇ．１　２Ｋ－Ｈ－ｔｙｐｅ　ｐｌａｎｅｔａｒｙ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ

根据行星齿轮传动的特点，在建模过程中，将
轮体视作弹性体，产生扭转变形和接触变形．建立
系统的力学结构模型如图２所示．整个系统由１
个太阳轮，３个行星轮，１个内齿轮以及行星架构
成，输入扭矩为Ｔ１ ．系统各齿轮副ＳＰｉ，ＰｉＲ中，

两齿轮上的作用扭矩分别为 Ｔｓｐｉ，Ｔｐｉｒ 和 Ｔｐｉｓ，

Ｔｒｐｉ（ｉ＝１，２，３）．Ｔｉｊ 表示齿轮ｊ对齿轮ｉ的作用
扭矩；规定主动力矩为正，负载力矩为负．
由图２所示的系统中太阳轮和行星轮的力矩

平衡条件得到

Ｔ１＋Ｔｓｐ１＋Ｔｓｐ２＋Ｔｓｐ３ ＝０
Ｔｐ１ｓ＋Ｔｐ１ｒ＝０
Ｔｐ２ｓ＋Ｔｐ２ｒ＝０
Ｔｐ３ｓ＋Ｔｐ３ｒ＝

烅

烄

烆 ０

（１）

图２　２Ｋ－Ｈ行星齿轮传动系统力学结构模型

Ｆｉｇ．２　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｔｈｅ　２Ｋ－Ｈ－ｔｙｐｅ

ｐｌａｎｅｔａｒｙ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ

　　根据作用力和反作用力平衡条件可得齿轮副
啮合时

Ｔｐｉｓ＝ （－ｒｂｐ／ｒｂｓ）Ｔｓｐｉ
（ｉ＝１，２，３） （２）

　　将（２）式代入式（１）整理得：

Ｔ１＋Ｔｓｐ１＋Ｔｓｐ２＋Ｔｓｐ３ ＝０
（－ｒｂｐ／ｒｂｓ）Ｔｓｐ１＋Ｔｐ１ｒ＝０
（－ｒｂｐ／ｒｂｓ）Ｔｓｐ２＋Ｔｐ２ｒ＝０
（－ｒｂｐ／ｒｂｓ）Ｔｓｐ３＋Ｔｐ３ｒ＝

烅

烄

烆 ０

（３）

２　系统的变形协调条件

如图３所示，各齿轮副的啮合转角满足下式：

Δｓｐｉ（Ｔｓｐｉ）＝Δｓ（Ｔｓｐｉ）－（ｒｂｐ／ｒｂｓ）Δｐｉ（Ｔｓｐｉ）

Δｐｉｒ（Ｔｐｉｒ）＝Δｐｉ（Ｔｐｉｒ）－（ｒｂｒ／ｒｂｐ）Δｒ（Ｔｐｉｒ｛ ）
（４）

式中ｉ表示齿轮ｉ的转角；Δｉｊ（Ｔｉｊ）表示齿轮ｉ
在扭矩Ｔｉｊ 作用下相对于齿轮ｊ的角变形 （即承
载传动误差），Δｉｊ（Ｔｉｊ）是Ｔｉｊ 的函数．
将第ｋ（ｋ＝１，２，３）路啮合传动误差换算为相

对于太阳轮Ｓ的当量啮合误差

Δｋ ＝Δｓｐｋ＋（ｒｂｐ／ｒｂｓ）Δｐｋｒ＝
Δｓ－（ｒｂｒ／ｒｂｐ）Δｒ

即

Δ１ ＝Δ２ ＝Δ３ （５）

　　取Δ１＝Δ２和Δ１＝Δ３，可得系统的变形
协调条件

Δｓｐ１＋（ｒｂｐ／ｒｂｓ）Δｐ１ｒ＝Δｓｐ２＋（ｒｂｐ／ｒｂｓ）Δｐ２ｒ
Δｓｐ１＋（ｒｂｐ／ｒｂｓ）Δｐ１ｒ＝Δｓｐ３＋（ｒｂｐ／ｒｂｓ）Δｐ｛ ３ｒ

（６）

７６１１
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图３　行星齿轮功率分流系统各齿轮转角对应关系

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅ　ｃｏｒｎｅｒｓ　ｏｆ　ｖａｒｉｏｕｓ　ｇｅａｒｓ

３　啮合传动误差和弹性支撑计算

３．１　啮合传动误差的计算

齿轮副啮合传动误差由两部分引起

Δｉｊ ＝Δ１ｉｊ（Ｔｉｊ）＋Δ０ｉｊ （７）
式中Δｉｊ 包括了齿轮ｊ和齿轮ｉ的齿面接触前的
初始齿间间隙相对应的相对转角Δ０ｉｊ 及齿轮ｊ和
齿轮ｉ的齿面接触变形后于啮合点的相对转角

Δ１ｉｊ（Ｔｉｊ），Δ１ｉｊ（Ｔｉｊ）与Ｔｉｊ 同号．
Δ１ｉｊ（Ｔｉｊ）＝Ｆｉｊ／（Ｋｉｊｒ）＝Ｔｉｊ／（Ｋｉｊｒ２ｉ） （８）

　　Ｋｉｊ 为齿轮副的齿对啮合刚度．
由式（９）可得

Δ１ｓｐｉ（Ｔｓｐｉ）＝Ｔｓｐｉ／（Ｋｓｐｒ２ｂｓ）

Δ１ｐｉｒ（Ｔｐｉｒ）＝Ｔｐｉｒ／（Ｋｐｒｒ２ｂｐ烅
烄

烆 ）
（９）

　　标准安装下且不考虑制造误差和浮动时

Δ０ｉｊ ＝０，而弹性支撑下并且存在安装及制造误
差时，Δ０ｉｊ 由以下两部分组成：

１）制造和安装误差引起的角位移

Ｅｓｉ ＝－Ｅｓｓｉｎ［（ωｓ－ωｃ）ｔ＋ηｓ＋αｗ－φｉ］／ｒｂｓ
Ａｓｉ ＝－Ａｓｓｉｎ（－ωｃｔ＋θｓ＋αｗ－φｉ）／ｒｂｓ
Ｅｐｓｉ ＝－Ｅｐｉｓｉｎ［（ωｐ－ωｃ）ｔ＋ηｐｉ＋αｗ］／ｒｂｓ

Ａｐｓｉ ＝Ａｐｉｓｉｎ（θｐｉ＋αｗ）／ｒｂｓ
Ｅｐｒｉ ＝Ｅｐｉｓｉｎ［（ωｐ－ωｃ）ｔ＋ηｐｉ－αｎ］／ｒｂｐ

Ａｐｒｉ ＝Ａｐｉｓｉｎ（θｐｉ－αｎ）／ｒｂｐ
Ｅｃｉ ＝Ｅｃｓｉｎ（ηｃ－φｉ）ｃｏｓαｗ／ｒｂｓ

Ｅｒｉ ＝Ｅｒｓｉｎ（－ωｃｔ＋ηｓ－αｎ－φｉ）／ｒｂｐ
Ａｒｉ ＝Ａｒｓｉｎ（－ωｃｔ＋θｓ－αｎ－φｉ）／ｒｂｐ

其中 （Ｅ，η）表示制造误差，（Ａ，θ）表示安装误
差，（η，θ）为误差角度．计算中取误差离开齿向方

向为正向，取行星架的安装中心为系统的坐标中
心，则行星架Ｃ的安装误差不影响转角变化［１２］．

αｗ，αｎ分别为外啮合和内啮合的啮合角，ωｓ，ωｐ，ωｃ
分别为太阳轮、行星轮以及行星架的角速度，ｔ为
时间，φｉ＝２π（ｉ－１）／３为第ｉ个行星轮相对于第

一个行星轮的位置角，Ｐ１ 的初始相位为０．
上述误差在ＳＰｉ和ＰｉＲ间产生的累积角位移为

Ｅｓｐｉ ＝Ｅｓｉ ＋Ａｓｉ ＋Ｅｐｓｉ ＋Ａｐｓｉ ＋Ｅｃｉ
Ｅｐｉｒ ＝Ｅｒｉ ＋Ａｒｉ ＋Ｅｐｒｉ ＋Ａｐｒ
烅
烄

烆 ｉ

（１０）

　　２）基本构件的浮动引起的角位移．

ｓｉ ＝ （ｘｓｃｏｓ　Ｗｉ＋ｙｓｓｉｎ　Ｗｉ）／ｒｂｓ
ｒｉ ＝ （ｘｒｃｏｓ　Ｎｉ＋ｙｒｓｉｎ　Ｎｉ）／ｒｂ｛ ｐ

（１１）

式中ｘｓ，ｙｓ和ｘｒ，ｙｒ分别为太阳轮和内齿轮的中
心浮动量．
Ｗｉ＝ωｃｔ－αｗ＋φｉ＋π／２，为太阳轮与第ｉ个
行星轮啮合线的方位角；

Ｎｉ ＝ωｃｔ＋αｎ＋φｉ＋π／２，为第ｉ个行星轮与
内齿轮啮合线的方位角；

将上述两部分叠加，既得

Δ０ｓｐｉ（Ｔｓｐｉ）＝Ｅｓｐｉ ＋ｓｉ

Δ０ｐｉｒ（Ｔｐｉｒ）＝Ｅｐｉｒ＋ｒ
烅
烄

烆 ｉ

（１２）

　　将式（９）和式（１２）代入式（７），得

Δｓｐｉ（Ｔｓｐｉ）＝Ｔｓｐｉ／（Ｋｓｐｒ２ｂｓ）＋Ｅｓｐｉ ＋ｓｉ

Δｐｉｒ（Ｔｐｉｒ）＝Ｔｐｉｒ／（Ｋｐｒｒ２ｂｐ）＋Ｅｐｉｒ＋ｒ
烅
烄

烆 ｉ

（１３）

３．２　考虑轴承的支撑刚度

∑
３

ｉ＝１

Ｔｓｐｉ
ｒｂｓ
ｃｏｓ　Ｗｉ－Ｋｓｘｓ＝０

∑
３

ｉ＝１

Ｔｓｐｉ
ｒｂｓ
ｓｉｎ　Ｗｉ－Ｋｓｙｓ＝０

∑
３

ｉ＝１

Ｔｐｉｒ
ｒｂｐ
ｃｏｓ　Ｎｉ－Ｋｒｘｒ＝０

∑
３

ｉ＝１

Ｔｐｉｒ
ｒｂｐ
ｓｉｎ　Ｎｉ－Ｋｒｙｒ＝

烅

烄

烆
０

（１４）

式中Ｋｓ，Ｋｒ分别为太阳轮和内齿轮的支撑刚度．
将式（３）、式（６）和式（１４）联立，并将式（１３）代

入，即可求得Ｔｓｐｉ和Ｔｐｉｒ．进而求得行星轮ｉ（ｉ＝
１，２，３）的均载系数为

Ｊｐｉ ＝Ｔｓｐｉ／（Ｔ１／３）

　　行星轮传动系统的均载系数

Ｊ＝ （Ｊｐｉ）ｍａｘ
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４　误差对系统均载性能的影响

按照上述方法计算弹性支撑下系统在各安装

误差下的均载情况．某２Ｋ－Ｈ 行星传动系统齿轮
基本参数如表１．

表１　行星减速齿轮传动参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｇｅａｒ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｐｌａｎｅｔａｒｙ　ｒｅｄｕｃｅｒ

太阳轮 行星轮 内齿轮

齿数ｚ　 ２０　 ４０　 １００

模数ｍ／（ｍｍ） ２．５

压力角α／（°） ２０

齿宽ｂ／（ｍｍ） １０

　　输入轴转速ｎｓ＝１２　０００ｒ／ｍｉｎ；输入功率Ｐ＝
２５０ｋＷ；行星轮个数ｎ＝３；太阳轮与行星轮的等
效啮合刚度Ｋｓｐ＝９×１０９　Ｎ／ｍ；太阳轮支撑刚度

和内齿轮的支撑刚度Ｋｓ＝Ｋｒ＝９．４２×１０６　Ｎ／ｍ；

行星轮与内齿轮的等效啮合刚度 Ｋｐｒ＝９×１０９

Ｎ／ｍ．各类误差均取６μｍ．所得结果如图４．
由图４（ａ），图４（ｂ）可知在太阳轮制造、安装

误差值相同的情况下，系统均载系数的幅值相同，

制造误差的影响频率高于安装误差．由图４（ｃ）可

知，行星轮３存在制造误差时，该路均载系数变

大，另外两路不变．由图４（ｄ）可知，内齿轮的制造

误差对系统均载系数的影响大于太阳轮和行星轮

的制造误差的影响．

图４　误差等于６μｍ时系统的均载情况

Ｆｉｇ．４　Ｌｏａｄ　ｓｈａｒｉｎｇ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｅｒｒｏｒ　ｉｓ　ｅｑｕａｌ　ｔｏ　６μｍ

　　由图５可知，随着各构件误差值的增大，系统
均载系数均变大，其中内齿轮的偏心影响最大，太

阳轮偏心影响次之，行星轮和内齿轮的偏心影响
较小．
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图５　各个误差单独变化时系统的均载情况

Ｆｉｇ．５　Ｌｏａｄ　ｓｈａｒｉｎｇ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｗｈｅｎ　ｏｎｅ　ｏｆ

ｔｈｅ　ｅｒｒｏｒｓ　ｃｈａｎｇｅｓ

５　比较基本构件的浮动对系统均载
的影响

　　计算了各基本构件的浮动对系统载荷分配的
影响，结果如图６所示．
由图６（ａ）得太阳轮和内齿圈都不浮动的情

况下，系统最大载荷分配率为１２０．２％，且波动较
大，由图６（ｂ）可知，太阳轮和内齿圈都浮动的情
况下，系统的均载系数为１０５．５％，波动较小，由
图６（ｃ），图６（ｄ）得太阳轮和内齿圈分别浮动时，
系统的均载系数为１１１．５％和１０７．６％．比较可
得：太阳轮和内齿圈都浮动的情况下，系统不均载
减小了１４．７％；仅太阳轮浮动，内齿圈固定的情

图６　浮动对系统均载的影响

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｆｌｏａｔｉｎｇ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｌｏａｄ　ｓｈａｒｉｎｇ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ

况下，系统的均载系数减小了８．７％；太阳轮固
定，内齿圈浮动的情况下，系统的均载系数减小
了１２．６％．

６　结　论

１）在各个误差单独作用下，各行星轮上的均
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载系数随时间作周期变化．
２）对于各个构件的偏心误差，在误差值相同
的情况下，内齿轮的误差对系统的均载影响最大，
其次是太阳轮、行星架，行星轮的误差影响最小．
３）基本构件的浮动能明显减小系统的不均
载，多个构件一起浮动效果更好．
４）本方法同样适用于其他构成功率流动闭
环的齿轮分流传动系统均载性能的研究．
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